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RESUMEN 
 

El presente trabajo propone una metodología al problema del despacho económico 

de corto plazo de sistemas eléctricos radiales y mallados mediante programación 

no lineal (PLN). El problema planteado se solucionará mediante la función de 

costos del despacho económico clásico donde se incluirá la generación hidráulica, 

eólica en conjunto con el sistema de almacenamiento de energía, utilizando el 

modelo linealizado basado en el cálculo de Wirtinger para obtener la energía 

eléctrica generada en cada uno de los nodos. La metodología propuesta se utilizará 

para un periodo corto de 24 horas con diferente demanda horaria; para este caso se 

desarrollará dentro del modelo IEEE 14-bus y se realizan breves modificaciones al 

modelo para poder incluir las diferentes unidades de generación. Debido a la 

complejidad del sistema, el modelo linealizado logra resolverlo en menor tiempo 

que el modelo tradicional, sin tener que realizar simplificaciones de las 

características propias del sistema, obteniendo como resultado los voltajes y 

'ángulos de cada una de las barras, expresando un error mínimo que es la (pena) por 

la linealización del modelo de despacho económico. 
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Nomenclatura 

Índices y conjuntos 

𝑖, 𝑗 Índice de buses de la red. 

𝑡  Intervalos de tiempo. 

ℎ  Índice de unidades de generación hidráulica 

𝑡ℎ   Índice de unidades de generación térmica  

𝑤  Índice de unidades de generación eólica 

Ω𝑇
i    Conjunto de todas las unidades de generación conectadas al bus i en la hora 

t 

Ωℎ
i    Conjunto de todas las unidades de generación hidráulica conectadas al bus 

i. 

Ω𝐺
i    Conjunto de todas las unidades de generación térmica conectadas al bus i. 

Ω𝑤
i    Conjunto de todas las unidades de generación eólica conectadas al bus i. 

Ω𝑆
i    Conjunto de todas las unidades de almacenamiento de energía conectadas al 

bus i. 

Parámetros 

𝑎𝑖
𝑡ℎ, 𝑏𝑖

𝑡ℎ, 𝑐𝑖
𝑡ℎ   Coeficientes de costo de combustible de la unidad térmica i. 

𝑃𝐿𝑖 Demanda de potencia activa del bus i 

𝑄𝐿𝑖 Demanda de potencia reactiva en el bus i 

𝑃𝑖
𝑡ℎ,𝑚𝑎𝑥 /𝑚𝑖𝑛

 Límites máximo y mínimo de generación de energía activa de la 

unidad térmica i. 

𝑄𝑖
𝑡ℎ,𝑚𝑎𝑥 /𝑚𝑖𝑛

  Límites máximos y mínimos de generación de energía reactiva de la 

unidad térmica i. 

𝑃𝑖
ℎ,𝑚𝑎𝑥 /𝑚𝑖𝑛

   Límites máximo y mínimo de generación de potencia activa de la 

unidad hidráulica i 
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𝑄𝑖
ℎ,𝑚𝑎𝑥 /𝑚𝑖𝑛

   Límites máximo y mínimo de generación de potencia reactiva de la 

unidad hidráulica i. 

𝑅𝑡
ℎ Agua liberada por el embalse en la hora t 

𝑅𝑚𝑎𝑥/𝑚𝑖𝑛
ℎ     Límite máximo y mínimo de agua liberada del embalse 

𝐼𝑡
ℎ Water inflows or inflows at time t 

𝐿𝑡
ℎ Entradas de agua o entradas en el momento t 

𝐿𝑚𝑎𝑥/𝑚𝑖𝑛
ℎ      Límites de volumen máximo y mínimo del yacimiento en la hora t 

𝑃𝑖𝑗
𝑚𝑎𝑥 Límite máximo de flujo de potencia que conecta el bus i al j 

𝑥𝑖𝑗 Reactancia que conecta el bus i con j 

Variables 

𝑃𝑖
𝑡ℎ Potencia activa generada por unidad térmica i 

𝑃𝑖
ℎ Potencia activa generada por unidad hidráulica i 

𝑃𝑖
𝑤 Potencia activa generada por unidad eólica i 

𝑃𝑖
𝑑 Potencia activa descargada por unidad de almacenamiento i 

𝑃𝑖𝑗 Flujo de energía que conecta el bus i con j 

𝑄𝑖𝑗  Flujo de potencia reactiva que conecta el bus i con el j 

𝑣𝑖 Voltaje en el bus i 

𝛿𝑖 Angulo en el bus i 

𝑂𝐹   Costo total de operación ($) 
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1. INFORMACIÓN GENERAL 

Título del Proyecto: Un nuevo modelo de Optimización 

Convexa utilizando el cálculo de 

Wirtinger para despacho económico 

Línea de Investigación: Energías alternativas y renovables, 

eficiencia energética y protección 

ambiental 

Proyecto de Investigación Asociado: Desarrollo de sistemas eficientes para 

el abastecimiento y uso de energía 

eléctrica a nivel local, regional o 

nacional 

Grupo de Investigación: Sistemas Eléctricos de Potencia 

 

2. INTRODUCCIÓN 

El estudio de la optimización de los sistemas eléctricos tiene un alto impacto en la 

planificación y coordinación de las diferentes centrales de generación que se 

incorporan al Sistema Interconectado Nacional. Ante el constante aumento de la 

demanda energética que se tiene en la actualidad y que se tendrá en el futuro, los 

modelos de optimización desarrollados sobre sistemas de energías renovables son 

de gran interés, esto se debe a las incertidumbres de disponibilidad de recursos que 

pueden comprometer la calidad, seguridad y confiabilidad del sistema eléctrico. 

Con base en lo anterior, surge la necesidad de diseñar un modelo de optimización 

eficiente que pueda ser similar a los sistemas de interconexión que existen hoy en 

día con las diferentes tecnologías de generación inmersas en la red; sin embargo, 

abordar todos los modelos de optimización existentes es una tarea larga debido a la 

evolución de los métodos utilizados para resolver este tipo de problemas. 

 

Sin embargo, se puede decir que el problema de coordinación de las distintas plantas 

de generación es un problema de optimización no lineal, con variables continuas y 

discretas, incluyendo restricciones de igualdad y desigualdad. Debido a la 

representación discreta de los estados unitarios, la formulación se convierte en un 

problema de optimización no convexo, excusando el uso de técnicas de 

optimización convencionales [1]. Para solucionar este problema han surgido varias 

técnicas de optimización; entre ellos se encuentran la programación dinámica, las 



4 
 

técnicas lagrangianas, la programación semidefinida, la programación no lineal y 

los algoritmos genéticos. 

A través de este estudio se pretende analizar la efectividad de resolver el problema 

de optimización tomando como referencia la formulación no lineal y la formulación 

en corriente continua para poder compararlo con el desarrollo del método 

Wirtinger, siendo una nueva metodología para encontrar la solución, este podría ser 

una alternativa para reemplazar el modelo DC con el fin de evitar las 

aproximaciones que requiere este método, como asumir 1 p.u. tensiones y sin tener 

en cuenta la resistencia de las líneas. 

De hecho, la idea principal es optimizar el proceso, es decir, obtener los mejores 

resultados utilizando el mínimo de recursos para minimizar costes. Por ello, a lo 

largo de los años, se han realizado varias investigaciones con el fin de linealizar o 

convexificar modelos de naturaleza no lineal para reducir el cálculo y tener una 

aproximación que permita definirlo como una solución viable. Dicho esto, 

investigaciones como [2] desarrollan una metodología para obtener un modelo 

basado en aproximaciones convexas para el despacho de energía hidrotermal. Sin 

embargo, este modelo se propone para la ecuación de energía hidroeléctrica, al ser 

una ecuación con varias variables se vuelve un problema complejo debido a su 

naturaleza no lineal y no convexa; la investigación logra reducir el tiempo de 

simulación logrando la solución óptima. Mientras que otras investigaciones como 

[3] proponen enfoques para linealizar las pérdidas en las líneas de transmisión, 

obteniendo resultados que muestran la reducción de la solución cubriendo un 

margen de error dentro de rangos aceptables. Otra investigación relacionada se 

describe en [4] donde se propone un modelo de programación convexa para resolver 

el problema de flujo de energía óptimo relacionado con problemas de despacho de 

generación activa de energía y costos de oportunidad. Sin embargo, se menciona 

que el modelo convexo puede presentar soluciones que son inviables para las 

ecuaciones de balance de potencia reactiva, es decir, soluciones que son óptimas 

para el modelo convexo, pero que no cumplen con las restricciones establecidas en 

el modelo clásico. Siendo la ecuación de flujo de potencia la que requiere 

linealización, existe una investigación que la realizó mediante aproximaciones. [5] 

Menciona que el principal problema de su modelo de optimización radica en la 
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ecuación de flujo de potencia, la cual no es lineal ni convexa, lo que dificulta la 

solución del problema. Por tanto, mediante una aproximación semidefinida del flujo 

de potencia, el modelo será evaluado en diferentes escenarios. 

Posterior al análisis del problema del despacho económico, existen modelos en los 

que tienen mayor complejidad con respecto al procesamiento de datos y su 

precisión, es decir, toman en cuenta el grado de incertidumbre de las variables para 

realizar su estudio, como por ejemplo [6] que presenta un enfoque eficiente para 

resolver el problema de flujo de carga con efectos de punto de válvula utilizando 

selección clonal basada en recocido simulado como técnica híbrida, en la que se 

pretende equilibrar la oferta y la demanda sin crear sobrecargas, congestión o 

cualquier otro problema similar en el corto plazo o en tiempo real, para el cual se 

utilizan datos de naturaleza estocástica, la investigación destaca que los resultados 

satisfactorios adquiridos de la comparación entre otros modelos estocásticos 

garantizan la eficiencia del método propuesto. 

Asimismo, otro enfoque después del análisis de despacho económico es la 

participación de prosumidores, la investigación realizada por [7] propone un 

modelo de gestión energética óptima de dos prosumidores interactivos en la red que 

operan en un modo de intercambio de energía entre pares para suministrar cargas 

de ambos híbridos. fuentes renovables y sistemas híbridos de almacenamiento, 

minimizando el costo de la energía comprada a la red nacional, los resultados 

muestran que existe el potencial de reducir sustancialmente el costo de la energía 

utilizando diferentes escenarios. vinculados a las estructuras internas de precios de 

distribución de energía. 

Esto demuestra el avance que han tenido las investigaciones sobre la optimización 

de la entrega de energía, ya sean modelos heurísticos o metaheurísticos, es necesario 

resolver estos problemas en un mínimo de tiempo, por lo que el enfoque futuro está 

en crear y proponer modelos o metodologías que nos permiten encontrar soluciones 

óptimas utilizando la mínima cantidad de recursos del procesador. 

Si bien el uso de aproximaciones es conveniente para reducir los tiempos de 

solución, el modelo propuesto en este artículo logra una linealización de la ecuación 

general de flujo de potencia. Dado que el objetivo principal es modelar un sistema 
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que incorpora energías renovables, se consideran una función objetivo 

multivariable no lineal, una restricción de igualdad no lineal y restricciones de 

desigualdad lineal. Las inyecciones de energía renovable se suponen de bajo costo 

y los generadores del sistema disputan el despacho faltante para que el costo total 

de generación sea mínimo y no se violen las restricciones del sistema, como los 

límites de potencia activa y reactiva generada, la magnitud de las tensiones en los 

nodos y la capacidad de carga de las líneas de interconexión. 

 

Figura 1: Representación de la solución al problema de optimización. 

Para resolver el problema de despacho económico, en la Fig. 1 se muestra la 

representación del proceso de solución del problema de optimización. En primera 

instancia se elegirá un modelo base que ayude en el modelado e interpretación de 

un sistema de energía eléctrica. Para este caso de estudio se eligió el modelo de 14 

buses del IEEE; dentro de este modelo se leen los datos, parámetros y conjuntos del 

sistema eléctrico que lo compone, para esta etapa se realiza la incorporación de las 

diferentes tecnologías de generación y su parametrización. Posteriormente se 

realiza el análisis para determinar la naturaleza convexa de las ecuaciones de flujo 

de potencia mostradas en (19) y (20), para lo que se procede a la linealización 

mediante el cálculo de Wirtinger, lo que permitirá obtener nuevos resultados. Estos 

resultados serán comparados por las metodologías no lineales y la metodología 

propuesta donde se analizará el error para determinar qué tan lejos están estos 

resultados de los datos originales, si el error absoluto se considera tolerable será el 
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final del proceso. En caso contrario, será necesario modificar los parámetros y 

conjuntos del sistema eléctrico para obtener nuevos resultados y minimizar el error. 

3. MATERIALES Y MÉTODOS 

3.1. Modelo matemático del problema de Optimización 

El objetivo es modelar un sistema eléctrico de generación de energía híbrido de tal 

manera que se minimice el costo total de generación térmica poniendo en marcha 

las unidades que representen el menor costo de generación, respetando las 

restricciones impuestas dentro del modelo de optimización matemática; el modelo 

general de despacho hidrotermal es el siguiente: 

𝑚𝑖𝑛 𝑂𝐹 = ∑ ∑ 𝑃𝑖,𝑡
ℎ 𝜁ℎ

𝑡∈𝛺𝑇
𝑖𝑖∈𝛺ℎ

𝑖

+ ∑ ∑ 𝑎𝑖
𝑡ℎ(𝑃𝑖,𝑡

𝑡ℎ)
2

+ 𝑏𝑖
𝑡ℎ(𝑃𝑖,𝑡

𝑡ℎ) + 𝑐𝑖
𝑡ℎ

𝑡∈𝛺𝑇
𝑖𝑖∈𝛺𝐺

𝑖

+ ∑ ∑ 𝑃𝑖,𝑡
𝑤𝜁𝑤

𝑡∈𝛺𝑇
𝑖𝑖∈𝛺𝑤

𝑖

 

 

(1) 

∑ 𝑃𝑖,𝑡
𝑡ℎ + ∑ 𝑃𝑖,𝑡

ℎ

ℎ∈𝛺𝐻
𝑖

+ ∑ 𝑃𝑖,𝑡
𝑤

𝑤∈𝛺𝑤
𝑖

+ ∑ 𝑃𝑖,𝑡
𝑑 =

𝑖∈𝛺𝐺
𝑖

∑ 𝑃𝑖,𝑡 + ∑ 𝑃𝐿𝑖,𝑡

+ ∑ 𝑃𝑖,𝑡
𝑐  

(2) 

∑ 𝑄𝑖,𝑡
𝑡ℎ + ∑ 𝑄𝑖,𝑡

ℎ

ℎ∈𝛺𝐻
𝑖

=

𝑖∈𝛺𝐺
𝑖

∑ 𝑄𝑖,𝑡 + ∑ 𝑄𝐿𝑖,𝑡 (3) 

𝑃𝑖,𝑡 = 𝑉𝑖,𝑡
2𝐺𝑖𝑖,𝑡 + ∑ 𝑉𝑖,𝑡𝑉𝑗,𝑡𝑌𝑖𝑗,𝑡cos (𝛿𝑖,𝑡 − 𝛿𝑗,𝑡 − 𝜃𝑖𝑗,𝑡)

𝑁

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 (4) 

𝑄𝑖,𝑡 = −𝑉𝑖,𝑡
2𝐵𝑖𝑖,𝑡 − ∑ 𝑉𝑖,𝑡𝑉𝑗,𝑡𝑌𝑖𝑗,𝑡cos (𝛿𝑖,𝑡 − 𝛿𝑗,𝑡 − 𝜃𝑖𝑗,𝑡)

𝑁

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 (5) 

 

Sujeto a: 

𝐿𝑡0
ℎ = 𝐿𝑖𝑛𝑖

ℎ  , 𝐿𝑡24
ℎ = 𝐿𝑓𝑖𝑛

ℎ   𝑡 ∈ 𝛺𝑇 (6) 

𝐿𝑡
ℎ = 𝐿𝑡−1

ℎ + 𝐼𝑡
ℎ − 𝑅𝑡

ℎ − 𝑆𝑡
ℎ  𝑡 ∈ 𝛺𝑇 (7) 

𝐿𝑚𝑖𝑛
ℎ ≤ 𝐿𝑖,𝑡

ℎ ≤ 𝐿𝑚𝑎𝑥
ℎ   𝑖 ∈ 𝛺ℎ , 𝑡 ∈ 𝛺𝑇 

(8) 
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𝑅𝑚𝑖𝑛
ℎ ≤ 𝑅𝑖,𝑡

ℎ ≤ 𝑅𝑚𝑎𝑥
ℎ   𝑖 ∈ 𝛺ℎ  , 𝑡 ∈ 𝛺𝑇 (9) 

𝑆𝑚𝑖𝑛
ℎ ≤ 𝑆𝑖,𝑡

ℎ  𝑖 ∈ 𝛺ℎ , 𝑡 ∈ 𝛺𝑇 (10) 

𝑃𝑖
𝑡ℎ,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑃𝑖,𝑡

𝑡ℎ ≤ 𝑃𝑖
𝑡ℎ,𝑚𝑎𝑥  𝑖 ∈ 𝛺𝑡ℎ  , 𝑡 ∈ 𝛺𝑇 

(11) 

Qi
th,min ≤ Qi,t

th ≤ Qi
th,max  i ∈ Ωth , t ∈ ΩT 

(12) 

Pi
h,min ≤ Pi,t

h ≤ Pi
h,max   i ∈ Ωh , t ∈ ΩT 

(13) 

𝑄𝑖
ℎ,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑄𝑖,𝑡

ℎ ≤ 𝑄𝑖
ℎ,𝑚𝑎𝑥   𝑖 ∈ 𝛺ℎ , t ∈ ΩT 

(14) 

𝑃𝑖
𝑤,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑃𝑖,𝑡

𝑤 ≤ 𝑃𝑖
𝑤,𝑚𝑎𝑥   𝑖 ∈ 𝛺𝑤 , t ∈ ΩT 

(15) 

𝑆𝑂𝐶𝑡 = 𝑆𝑂𝐶𝑡−1 + (𝑃𝑡
𝑐𝜂𝑐 − 𝑃𝑡

𝑑/𝜂𝑑) 
(16) 

𝑃𝑖
𝑐,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑃𝑖,𝑡

𝑐 ≤ 𝑃𝑖
𝑐,𝑚𝑎𝑥  𝑖 ∈ 𝛺𝑆 , t ∈ ΩT 

(17) 

𝑃𝑖
𝑑,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑃𝑖,𝑡

𝑑 ≤ 𝑃𝑖
𝑑,𝑚𝑎𝑥  𝑖 ∈ 𝛺𝑆 , t ∈ ΩT 

(18) 

𝑆𝑂𝐶𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑆𝑂𝐶𝑖,𝑡 ≤  𝑆𝑂𝐶𝑖

𝑚𝑎𝑥  𝑖 ∈ 𝛺𝑆 , t ∈ ΩT 
(19) 

−𝑃𝑖𝑗
𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑃𝑖𝑗,𝑡 ≤, 𝑃𝑖𝑗

𝑚𝑎𝑥 (20) 

−𝑄𝑖𝑗
𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑄𝑖𝑗,𝑡 ≤, 𝑄𝑖𝑗

𝑚𝑎𝑥 (21) 

3.2. Restricciones operativas 

Debido a la complejidad del propio sistema, éste debe restringirse a ciertos valores 

máximos y mínimos que no deben excederse para cumplir con el objetivo, a saber, 

las restricciones a las que está sumergido el sistema eléctrico. 

3.2.1. Función objetivo 

La función objetivo establecida en la ecuación (1) tiene como variables de salida el 

costo total de operación y las potencias de salida de cada generador asociadas con 

sus respectivos voltajes y ángulos en cada nodo [8]. Como datos de entrada en la 

función objetivo, tenemos todos la información del sistema eléctrico: líneas de 

transmisión, cargas variables y datos de las unidades de generación consideradas 

para un período de 24 horas. 
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3.2.2. Balance de carga 

La potencia activa y reactiva total generada en n unidades de generación debe ser 

suficiente para satisfacer la demanda y sus pérdidas como se muestra en (2) y (3). 

3.2.3. Características de los generadores térmicos. 

Cada generador estará asociado a una curva de costos donde se relaciona mediante 

los coeficientes a,b,c y su potencia generada [9], obteniendo una función no lineal 

que tendrá que cumplir con sus parámetros de operación como se representa en la 

función objetivo que se muestra. en la ecuación (1). Asimismo, estas unidades 

deben operar dentro de los límites establecidos que se muestran en las ecuaciones 

(11) y (12). 

3.2.4. Redes hidráulicas 

Para cada presa, el volumen almacenado en la hora t debe corresponder al volumen 

de la hora anterior, más el agua que ingresa al embalse durante el período, menos 

el agua extraída para generar electricidad, menos las pérdidas de agua en el embalse 

(evaporación y filtraciones). y menos la descarga de agua. En el caso de unidades 

acopladas hidráulicamente, ver en la ecuación (7). 

3.2.5. Capacidad de almacenamiento del embalse 

El límite mínimo es inviolable, mientras que violar el límite máximo resulta en 

derrame de agua, lo cual es una situación indeseable de desperdicio de energía, estas 

restricciones se especifican en las siguientes ecuaciones (8), (9) y (10). 

3.2.6. Características del sistema de generación eólica 

El aerogenerador ubicado en el sistema no está asociado a parámetros de viento. 

Sin embargo, este modelo está modelado de tal manera que represente una 

generación menos costosa que la generación térmica que permite el aporte de 

energía, esto estará asociado a un costo fijo que podrá definirse posteriormente, 

respetando los límites mínimos y máximos de operación que han sido establecidos 

(15). 
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3.2.7. Características de los sistemas de almacenamiento de energía 

La importancia del almacenamiento de energía se refleja principalmente en tres 

aspectos: la reducción de enormes diferencias en las curvas de demanda, la 

integración de las energías renovables y el desarrollo de redes inteligentes. Al 

suavizar la curva de demanda se puede lograr una mayor calidad de entrega, se 

puede mejorar la estabilidad del sistema y se puede evitar el sobre escalamiento del 

sistema, lo que aumenta la eficiencia en función del intervalo de tiempo de 

operación, este sistema toma como referencia un estado de carga inicial, y una 

relación máxima y mínima dependiendo del nivel de carga que soporta la batería 

[10] como se muestra en las ecuaciones (16), (17), (18) y (19). 

 

Figura 2: Sistema IEEE de los 14 nodos modificado. 

Tabla 1: Límites de capacidad de almacenamiento, descarga y límites de generación 

Hidroeléctrica [1]. 

Plant 
𝑽𝒎𝒊𝒏 𝑽𝒎á𝒙 𝑽𝒊𝒏𝒊 𝑽𝒇𝒊𝒏 𝑸𝒎𝒊𝒏 𝑸𝒎á𝒙 𝑷𝒉𝒎𝒊𝒏 𝑷𝒉𝒎á𝒙 

𝒙𝟏𝟎𝟒 𝒎𝟑 MW MW 

1 80 150 100 120 5 15 0 100 

2 60 120 80 70 6 15 0 100 

En la Tabla 1 se muestran los límites de operación de las centrales hidroeléctricas 

ubicadas en los nodos 6 y 8 respectivamente. 

Tabla 2: Características de las unidades de Generación Térmica [11]. 

Units a b c 𝑷𝒎á𝒙 𝑷𝒎𝒊𝒏 

G1 0 20 0 332.4 0 

G2 0 20 0 140 0 

G3 0 40 0 100 0 
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Mientras que en la Tabla 2 se muestran las características de la generación térmica 

del sistema, en este caso ubicadas en los nodos 1, 2 y 3 respectivamente. 

Tabla 3: Ingreso de agua a los embalses [1]. 

HOURS 

Reservoirs 

(𝒙𝟏𝟎𝟒 𝒎𝟑) HOURS 

Reservoirs 

(𝒙𝟏𝟎𝟒 𝒎𝟑) 

H1 H2 H1 H2 

1 10 8 13 11 8 

2 9 8 14 12 9 

3 8 9 15 11 9 

4 7 9 16 10 8 

5 6 8 17 9 7 

6 7 7 18 8 6 

7 8 6 19 7 7 

8 9 7 20 6 8 

9 10 8 21 7 9 

10 11 9 22 8 9 

11 12 9 23 9 8 

12 10 8 24 10 8 

Siendo el agua el principal recurso utilizado, asociado a la participación de centrales 

hidroeléctricas, es fundamental conocer el caudal dirigido hacia los embalses. En la 

Tabla 3 se muestran los aportes de agua en un periodo de 24 horas. 

Tabla 4: Parámetros de las líneas de Transmisión[11] 

LINES Resistance 
Reactance 

(p.u) 

Transmission 

limit [MW] 

1-2 0.01938 0.0592 200 

1-5 0.05403 0.22304 200 

2-3 0.04699 0.19797 200 

2-4 0.05811 0.17632 200 

2-5 0.05695 0.17388 200 

3-4 0.06701 0.17103 200 

4-5 0.01335 0.04211 200 

4-7 0 0.20912 200 

4-9 0 0.55618 200 

5-6 0 0.25202 200 

6-11 0.09498 0.19890 200 

6-12 0.12291 0.25581 200 

6-13 0.06615 0.13027 200 

7-8 0 0.17615 200 

7-9 0 0.11001 200 

9-10 0.03181 0.08450 200 

9-14 0.12711 0.27038 200 

10-11 0.08205 0.19207 200 

12-13 0.22092 0.19988 200 

13-14 0.17093 0.34802 200 
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En la Tabla 4 se muestran las características de las líneas de transmisión del 

sistema de 14 barras, así como sus límites máximos de capacidad. 

Tabla 5: Características de la unidad de almacenamiento de Energía [10]. 

Parameter Value Parameter Value 

𝑆𝑂𝐶𝑜 1 MW p.u 𝑃𝑚𝑎𝑥
𝑐  0.2𝑆𝑂𝐶𝑚𝑎𝑥 

𝑆𝑂𝐶𝑚𝑎𝑥 3 MW p.u 𝑃𝑚𝑖𝑛
𝑐  0 

𝑃𝑚𝑎𝑥
𝑑  0.2𝑆𝑂𝐶𝑚𝑎𝑥 𝜂𝑐 95% 

𝑃𝑚𝑖𝑛
𝑑  0 𝜂𝑑 90% 

Por otro lado, en la Tabla 5 se muestran las características del sistema de 

almacenamiento de energía ubicado en el nodo 10. 

Tabla 6: Límites de potencia de la Central Eólica. 

Unit Pwind max Pwind min 

W1 170 0 

Finalmente, los límites de potencia entregada por la central eólica ubicada en el 

nodo 10 se muestran en la Tabla 6. 

3.3. Propuesta de Modelo que integra la Linealización del Flujo de Potencia 

mediante el Cálculo de Wirtinger 

Dado que una restricción de igualdad no es convexa a menos que sea una ecuación 

afín, se recomienda una linealización para aproximar el modelo a un conjunto 

convexo [12]. Al ser una función compleja 𝑓 =  𝑢 (𝑥, 𝑦) + 𝑗𝑣 (𝑥, 𝑦)  = 𝑥 + 𝑗𝑦, la 

derivada simple y la derivada conjugada de Wirtinger se definen mostrando su 

resolución de la siguiente manera: 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕y
) +

𝑗

2
(

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) (22) 

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
=

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕y
) +

𝑗

2
(

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) (23) 

Los derivados de Wirtinger aplican las reglas comunes para la diferenciación 

conocidas del análisis de valores reales en la suma, producto y composición de dos 

funciones de la siguiente manera: 

𝜕(𝑓 + 𝑔)

𝜕𝑧
=

𝜕𝑓

𝜕𝑧
+

𝜕𝑔

𝜕𝑧
 

(24) 
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𝜕(𝑓 + 𝑔)

𝜕𝑧∗
=

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
+

𝜕𝑔

𝜕𝑧∗
 

(25) 

 

𝜕(𝑓. 𝑔)

𝜕𝑧
=

𝜕𝑔

𝜕𝑧
+ 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

(26) 

 

𝜕(𝑓. 𝑔)

𝜕𝑧∗
=

𝜕𝑔

𝜕𝑧∗
+ 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
 

(27) 

 

En general, z puede considerarse como una constante al calcular la derivada con 

respecto a z y viceversa. Por lo tanto, se deduce que: 

𝜕

𝜕𝑧
𝑧∗ =

𝜕

𝜕𝑧∗
𝑧 = 0 (28) 

Para mayor claridad, veamos dos ejemplos simples. Primero, Véase 𝑓(𝑧) = 𝑘𝑧, 

donde k 𝑘 ∈  ℝ es una constante. Las derivadas de 𝑓(𝑧) dan: 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=

1

2
(

𝜕𝑘(𝑥 + 𝑗𝑦)

𝜕𝑥
− 𝑗

𝜕𝑘(𝑥 + 𝑗𝑦)

𝜕𝑦
) =

1

2
(𝑘 − 𝑗(𝑗𝑘)) = 𝑘 

(29) 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
=

1

2
(

𝜕𝑘(𝑥 + 𝑗𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑘(𝑥 + 𝑗𝑦)

𝜕𝑦
) =

1

2
(𝑘 − 𝑗(𝑗𝑘)) = 0 

(30) 

Estos operadores son muy similares a los derivados convencionales, aunque no son 

derivados en el sentido de Cauchy-Riemann; estos operadores permiten una 

linealización de números complejos para funciones no holomorfas como (31). 

Las condiciones de Caucchy Riemman se representan como: 

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
= 0 (31) 

Una linealización para una función compleja en términos de operadores de 

Wirtinger se define de la siguiente manera: 

𝑓 ≈ 𝑓(𝑧0) +
𝜕𝑓

𝜕𝑧
∆𝑍 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧∗
∆𝑍∗ (32) 
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Es decir, una función 𝑓 = 𝑥𝑖
∗𝑥𝑗

∗ se puede linealizar alrededor del punto 

𝑥𝑖0, 𝑥𝑗0 como se muestra a continuación: 

𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑗) = 𝑥𝑖

∗𝑥𝑗  ≈ 𝑥𝑖0
∗ 𝑥𝑗0 + 𝑥𝑗0∆𝑥𝑖

∗ + 𝑥𝑖0
∗ ∆𝑥𝑗

= 𝑥𝑖0
∗ 𝑥𝑗0 + 𝑥𝑗0(𝑥𝑖

∗−𝑥𝑖0
∗ ) + 𝑥𝑖0

∗ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗0)

= 𝑥𝑗0𝑥𝑖
∗ + 𝑥𝑖0

∗ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖0
∗ 𝑥𝑗0 

(33) 

La linealización es equivalente a la que se obtiene dividiendo la función en partes 

reales e imaginarias y linealizando en el dominio verdadero la función en partes 

reales e imaginarias y linealizándolas en el dominio real. Sin embargo, es 

importante mantener su forma compleja para análisis posteriores. 

Investigaciones recientes han demostrado la posibilidad de obtener aproximaciones 

cercanas al flujo de energía en redes de distribución y microrredes. Estas 

aproximaciones son diferentes del flujo de potencia de CC convencional, ya que 

incluyen variaciones en la magnitud del voltaje, son generales para cualquier x/r e 

incluyen operación desequilibrada. [13],[14],[15] han sugerido recientemente tres 

aproximaciones lineales en redes de distribución de energía. 

El principal problema para un análisis de flujo de potencia complejo radica en el 

hecho de que las ecuaciones de flujo de potencia no satisfacen las condiciones de 

Cauchy-Riemann (es decir, las funciones no son analíticas en un dominio 

complejo). 

En este contexto, un cálculo no estándar, concretamente el cálculo de Wirtinger, 

podría proporcionar una alternativa eficaz para el análisis y los cálculos numéricos 

en lenguajes de escritura modernos como Matlab o Python. El cálculo de Wirtinger 

aborda el estudio de funciones complejas, tanto analíticas como no analíticas, 

mediante la definición de nuevos operadores llamados derivadas de Wirtinger. 

Aunque estos operadores no satisfacen todas las propiedades de la derivada 

compleja convencional, proporcionan una base teórica consistente para la 

linealización en el dominio complejo [16]. 

Se desarrolla una aproximación lineal sobre números complejos utilizando el 

cálculo de Wirtinger y no sobre números reales como en las formulaciones de flujo 
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de carga convencionales. Definamos una reformulación de la Ecuación, las 

ecuaciones (4)-(5) como [17]: 

(
𝑠𝑘 

𝑣𝑘
)

∗

= 𝑦𝑘𝑠𝑣𝑠 + ∑ 𝑦𝑘𝑚𝑣𝑚

𝑛

𝑚=1

    (34) 

𝑠𝑘
∗ = 𝑦𝑘𝑠𝑣𝑠𝑣𝑘

∗ + ∑ 𝑦𝑘𝑚𝑣𝑘
∗𝑣𝑚

𝑛

𝑚=1

 (35) 

Se puede ver que la función no es lineal debido a los términos  𝑣𝑘
∗𝑣𝑚 , que 

definimos como (36) para linealización: 

𝑓(𝑣𝑘
∗, 𝑣𝑚) = 𝑣𝑘

∗𝑣𝑚 (36) 

A continuación, todas las variables y ecuaciones se representan en el dominio 

complejo y todas las derivadas son derivadas de Wirtinger. Linealizando la 

Ecuación (36) alrededor del punto (vk0, vm0) obtenemos la siguiente expresión: 

𝑓(𝑣𝑘
∗, 𝑣𝑚) = 𝑣𝑘

∗𝑣𝑚 (37) 

𝑓(𝑣𝑘
∗, 𝑣𝑚) = 𝑣𝑘0

∗ 𝑣𝑚0 + 𝑣𝑚0∆𝑣𝑘
∗ + 𝑣𝑘0

∗ ∆𝑣𝑚 (38) 

Donde: 

∆𝑣𝑘
∗ = (𝑣𝑘

∗ − 𝑣𝑘0
∗ ) (39) 

∆𝑣𝑚 = (𝑣𝑚 − 𝑣𝑚0) (40) 

Reemplazando obtenemos: 

𝑓(𝑣𝑘
∗, 𝑣𝑚) = 𝑣𝑚0𝑣𝑘

∗ + 𝑣𝑘0
∗ 𝑣𝑚 − 𝑣𝑘0

∗ 𝑣𝑚0 (41) 

Ahora, reemplazando la ecuación (41) en la ecuación (35) obtenemos la ecuación 

de potencia linealizada expandida que se muestra en (42): 
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𝑠𝑘
∗ = 𝑦𝑘𝑠𝑣𝑠𝑣𝑘

∗ + ∑ 𝑦𝑘𝑚𝑣𝑚0𝑣𝑘
∗

𝑛

𝑚=1

+ ∑ 𝑦𝑘𝑚𝑣𝑘0
∗

𝑛

𝑚=1

𝑣𝑚

− ∑ 𝑦𝑘𝑚𝑣𝑘0
∗

𝑛

𝑚=1

𝑣𝑚0 

(42) 

Las ecuaciones (43) y (44) representan la ecuación de flujo de potencia (42) 

linealizada en forma compleja, al separar en términos de P y Q obtenemos lo 

siguiente: 

𝑃𝑘 = 𝐺𝑘𝑠𝑣𝑠𝑣𝑘 + 𝐵𝑘𝑠𝜔𝑠𝑣𝑘 + 𝐺𝑘𝑠𝜔𝑠𝜔𝑘 + 𝐵𝑘𝑠𝑣𝑠𝜔𝑘

+ ∑ 𝐺𝑘𝑚𝑣𝑚0𝑣𝑘 +

𝑛

𝑚=1

𝐵𝑘𝑚𝑣𝑚0𝜔𝑘

+ ∑ 𝐺𝑘𝑚𝑣𝑘0𝑣𝑚 − 𝐵𝑘𝑚𝑣𝑘0𝜔𝑚 − ∑ 𝐺𝑘𝑚𝑣𝑘0𝑣𝑚0

𝑛

𝑚=1

  

𝑛

𝑚=1

 

(43) 

𝑄𝑘 = 𝐺𝑘𝑠𝜔𝑠𝑣𝑘 + 𝐵𝑘𝑠𝑣𝑠𝑣𝑘 − 𝐺𝑘𝑠𝑣𝑠𝜔𝑘 + 𝐵𝑘𝑠𝜔𝑠𝜔𝑘

+ ∑ −𝐺𝑘𝑚𝑣𝑚0𝜔𝑘 +

𝑛

𝑚=1

𝐵𝑘𝑚𝑣𝑚0𝑣𝑘

+ ∑ 𝐺𝑘𝑚𝑣𝑘0𝜔𝑚 + 𝐵𝑘𝑚𝑣𝑘0𝜔𝑚 − ∑ 𝐵𝑘𝑚𝑣𝑘0𝑣𝑚0

𝑛

𝑚=1

  

𝑛

𝑚=1

 

(44) 

Las ecuaciones (43) y (44) serán reemplazadas por las ecuaciones (4) y (5) para 

resolver el problema de optimización. 

4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Los resultados del problema de optimización muestran la potencia activa y reactiva 

generada por las unidades: Sistemas de almacenamiento de energía térmica, 

hidráulica, eólica y estado de carga para determinar el estado en el que se encuentra 

el sistema. Se enfatiza los niveles de voltaje y ángulo de cada uno de los nodos del 

sistema IEEE de 14 barras en el que se implementó el sistema. El sistema cuenta 

con tres unidades térmicas ubicadas en los nodos 1, 2 y 3, además cuenta con dos 

generadores hidráulicos en los nodos 6 y 8. Respectivamente, se consideró un tipo 

adicional de generación eólica, que operaría en conjunto con un sistema de 
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almacenamiento de energía. ubicado en el nodo 10, considerando los mismos datos 

y parámetros para ambos casos, obtuvimos los siguientes resultados: 

 

Figura 3: Potencia activa generada por las unidades en despacho económico normal. 

En primera instancia, la Fig. 3 muestra la potencia activa generada por las unidades 

para el despacho económico con el modelo no lineal, se puede observar cómo entran 

en operación las unidades de generación que representan el menor costo operativo, 

siendo la hidroeléctrica y la eólica de potencia aquellos que entregan la máxima 

potencia permitida por sus límites de funcionamiento. 

 

Figura 4: Potencia activa generada por las unidades en despacho económico utilizando el cálculo 

de Wirtinger. 
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Por otro lado, está el despacho económico utilizando la linealización mediante el 

cálculo de Wirtinger como se muestra en la Fig. 4, mostrando una alternativa para 

la solución del problema. 

 

Figura 5: Potencia activa generada por las unidades en despacho económico DC. 

La Fig. 5 muestra la solución del problema por el método lineal tradicional mediante 

aproximación, para este modelo se considera que todos los voltajes de los nodos 

son 1 p.u y se descarta la parte resistiva de las líneas de transmisión, este es el 

despacho que solo considera la potencia activa como solución.  

Es importante señalar que el flujo de potencia DC presenta soluciones satisfactorias, 

sin embargo, las aproximaciones realizadas no permiten representar correctamente 

el modelo. 

 

Figura 6: Estado de carga del Sistema de Almacenamiento de energía en los 3 casos. 
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La Fig. 6 muestra el estado de carga de la batería ubicada en el nodo 10 para los 3 

casos analizados, mostrando el rendimiento y aporte de energía al sistema durante 

el periodo de estudio de 24 horas, donde se puede observar un comportamiento 

similar en baterías donde no hay es una variación que no supera los 0,5 MW p.u. 

 

Figura 7: Error absoluto de voltaje en el nodo más crítico. 

En la Fig. 7 se muestra el error absoluto de tensión entre los casos de estudio 

expuestos. Para el análisis se eligió el nodo más crítico, el nodo 8. Es decir, para 

este caso se eligió el nodo donde se encuentra el máximo error de tensión con 

relación al resto de nodos. Para el primer caso se encuentra el error entre la solución 

del método no lineal vs. el modelo linealizado mediante el cálculo de Wirtinger, el 

error oscila entre 0.18 y 0.20 V p.u. El segundo análisis compara el modelo normal 

no lineal con el modelo FDC linealizado tradicional. En este caso, el error oscila 

entre 0,28 y 0,30 V p.u. Este error es mayor que en el caso anterior. 

 

Figura 8: Error absoluto de ángulo en el nodo más crítico. 
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De manera similar, la Fig. 8 muestra el error absoluto de ángulos entre los casos de 

estudio expuestos. Para el primer caso, se encuentra el error entre la solución del 

método no lineal vs. el modelo linealizado mediante el cálculo de Wirtinger, se 

puede observar que el error oscila entre 3.84 y 5.81 grados. El segundo análisis 

compara el modelo normal no lineal con el modelo FDC linealizado tradicional, en 

este caso el error oscila entre 17.01 y 23.27 grados, lo cual es un error 

considerablemente grande comparado con el caso anterior. 

 

Figura 9: Distribución de los valores de voltaje de despacho Normal y Wirtinger en un periodo de 

24 horas en el nodo más crítico. 

Ahora, se analizará la distribución de voltajes y ángulos durante el período de 24 

horas utilizando el diagrama de caja y bigotes para visualizar qué tan lejos están los 

resultados de la media. También se seleccionó para el análisis el nodo más crítico, 

en este caso el Nodo con mayor error absoluto en comparación con los demás 

nodos, para los voltajes solo se considerará la distribución del modelo no lineal y el 

modelo linealizado por cálculo de Wirtinger. Esto se debe a que en el caso de FDC 

lineal, todos los voltajes tendrán un valor de 1 p.u. Si bien esta distribución se puede 

observar en la Fig. 9, donde se puede observar que el método no lineal mantiene 

una distribución corta, sus voltajes son cercanos a la media, lo que significa que los 

datos difieren entre sí en menor medida que en el caso del modelo linealizado de 

Wirtinger. 
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Figura 10: Distribución de los valores de ángulo de despacho Normal y Wirtinger en un periodo 

de 24 horas en el nodo más crítico. 

 

De la misma forma, la Fig. 10 muestra la distribución de los ángulos. Para este 

análisis se tienen en cuenta las 3 metodologías. Se puede observar que la 

distribución de los ángulos para el modelo no lineal es corta, seguida de la 

distribución del método de Wirtinger linealizado y el que más difiere entre valores 

de ángulos es el modelo FDC linealizado. Esto indica que la metodología FDC tiene 

un rango de error mayor que las metodologías presentadas anteriormente, lo que 

lleva a concluir que al ser un modelo aproximado tiende a ser un modelo poco 

exacto y bajo ciertas consideraciones puede ser de gran utilidad, sin embargo, los 

datos no se acercan mucho a los reales. 

 

Tabla 7: Resultados de simulación para cada caso. 

Type 

Generation 

Cost [$] Normal 

case 

Generation [$] 

Linearized case 

Cost of Generation 

[$] FDC 

Thermoelectric $0 $0 $0 

Hydroelectric $23.756,829 $20.318,20 $20.318,314 

Wind 
(Fixed cost to be 

defined) 

(Fixed cost to be 

defined) 

(Fixed cost to be 

defined) 

Storage System (Cost to be defined) (Cost to be defined) (Cost to be defined) 

Time (seconds) 19.7 15.5 9.49 

Total $23.756,8293 20.318,2084 $20.318,3141 

En la Tabla 7 se muestra el costo total de la operación de despacho para cada una 

de las metodologías propuestas. Por un lado, se muestra el coste variable de las 
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unidades térmicas e hidroeléctricas y por otro, la energía eólica y el sistema de 

almacenamiento de energía, que no establecerá un coste por MW, sino que deberá 

asumir un coste fijo de operación, que será elegido según el caso. 

El costo total usando el modelo no lineal es $23.756,8293 mientras que el costo 

total para el modelo linealizado usando el cálculo de wirtinger es $20.318,2084, 

aquí encontramos una diferencia de $3.438,621 que representa la penalización por 

linealización. Ahora si comparamos el costo del modelo no lineal con el modelo 

FDC linealizado hay una diferencia de $3.438,62. Podemos ver como ambos 

modelos linealizados muestran un costo operativo similar demostrando un 

comportamiento similar entre ambas metodologías. Si bien esta diferencia muestra 

la penalización por la linealización, también podemos observar los tiempos en los 

que se encontró la solución, la metodología no lineal tiene el mayor tiempo de 

compilación con 19.7 segundos, en segundo lugar, se encuentra el modelo 

linealizado de Wirtinger con 15.5 segundos, y finalmente el modelo lineal FDC es 

el más rápido con 9,49 segundos. 

Con esto podemos decir que la investigación ayudó a reducir el tiempo de 

simulación, linealizando la ecuación de flujo de potencia para llegar a una solución 

aproximada, siendo más eficiente que el método lineal tradicional FDC, reduciendo 

el error de voltajes y ángulos del sistema en un formato de 24 horas, período de 

análisis de horas. 

Tabla 8: Características del Computador. 

Computer 

Processor 
Intel(R) Core(TM) i7-8565U CPU @ 

1.80GHz   1.99 GHz 

Ram 8,00 GB (7,88 GB usable) 

 Operating 
System 

Sistema operativo de 64 bits, 
procesador basado en x64 

 

Para resolver el problema y encontrar la solución óptima en el sistema se utilizó una 

computadora de gama media, cuyas características se muestran en la Tabla 8. 

5. CONCLUSIONES 

La no convexidad de los problemas de optimización enfocados en sistemas de 

potencia eléctrica permite abordar una serie de enfoques de diferentes metodologías 

que permiten linealizar las diferentes ecuaciones involucradas en el modelo 
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matemático de optimización, esto ha permitido realizar varias investigaciones que 

ayudan a reducir el tiempo de simulación y obtener unicidad u óptimo global en las 

soluciones que se encuentran dentro de un error tolerable en comparación con los 

modelos no lineales. 

Se propuso un modelo de optimización para el despacho económico de fuentes de 

energía renovables con aproximación lineal del flujo de potencia utilizando el 

cálculo de Wirtinger para el sistema IEEE de las 14 barras. A diferencia del flujo 

de energía CC, la linealización propuesta no requiere ninguna consideración con 

respecto al voltaje y los parámetros de la línea de transmisión. Por un lado, el 

modelo no lineal muestra un costo operativo de $23.756,8293 encontrando la 

solución en 19.7 segundos, el modelo linealizado por cálculo de Wirtinger obtiene 

un costo operativo total de $20.318.2084 encontrando la solución en 15.5 segundos. 

Finalmente, el modelo linealizado tradicional tiene un costo operativo total de 

$20.318,3141 en un tiempo de 9.49 segundos. Se puede concluir que la 

linealización redujo el tiempo de solución, además de que presenta una solución 

aproximada más precisa en comparación con el modelo DC. 

Se compararon los resultados de voltaje y ángulo de los nodos del sistema para el 

nodo más crítico, donde se observó que el error entre el modelo no lineal y el 

linealizado oscila entre 0.18 y 0.20 V mientras que para los ángulos estos oscilan 

entre 3.84 y 5.81 grados, al comparar En el modelo no lineal con el modelo DC 

comúnmente utilizado, el error oscila entre 0,28 y 0,30 V p.u, mientras que para los 

ángulos oscila entre 17,01 y 23,27 grados. Podemos concluir que la solución 

obtenida con la formulación de Wirtinger es más precisa que la solución por DC. 

El uso de programación no lineal en el problema del despacho económico ha 

demostrado resultados satisfactorios. Esto se debe a que se conocen los valores de 

demanda y las condiciones de funcionamiento. Sin embargo, existen variables que 

tienen cierto grado de incertidumbre debido a factores externos asociados. Por 

tanto, es importante utilizar modelos deterministas que permitan predecir estos 

aspectos en base a datos históricos. En consecuencia, se recomienda para futuras 

investigaciones. Investigar el uso de modelos probabilísticos más avanzados para 

abordar la incertidumbre en las variables del sistema. Esto también podría incluir 
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estudiar distribuciones de probabilidad e incorporar técnicas de simulación. Explore 

la aplicación de técnicas de análisis de datos y aprendizaje automático en el 

contexto del despacho económico. Esto podría ayudar a identificar patrones y 

tendencias en datos históricos, lo que podría mejorar la precisión de los modelos 

predictivos. 
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