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INTRODUCCION 

El electromagnetismo desempeña un papel importante en la vida moderna, tales 

como los aparatos eléctricos que se emplean en la industria, la investigación y en 

el hogar. Los generadores, motores, transformadores, interruptores de circuitos, 

los aparatos de TV, etc. utilizan los efectos magnéticos producidos por el flujo de 

corriente y están compuestos por circuitos eléctricos y electrónicos. 

Un circuito es una red eléctrica (interconexión de dos o más componentes, tales 

como resistencias, inductores, capacitores, fuentes, interruptores y 

semiconductores) que contiene al menos una trayectoria cerrada. Los circuitos que 

contienen solo fuentes, componentes lineales (resistores, capacitores, inductores), 

y elementos de distribución lineales (líneas de transmisión o cables) pueden 

analizarse por métodos algebraicos para determinar su comportamiento en 

corriente directa o en corriente alterna. Estas redes son generalmente no lineales y 

requieren diseños y herramientas de análisis mucho más complejos (Faleski, 

2006). 

Un circuito RLC es un circuito eléctrico que consiste de un resistor, un inductor y 

un capacitor, conectados en serie o en paralelo. El circuito forma un oscilador 

armónico de corriente y resonará exactamente de la misma forma que un circuito 

LC. La diferencia que provoca la presencia de un resistor es que cualquier 

oscilación inducida en el circuito cesará en el tiempo, si no se conecta a una 

fuente de energía, llamado oscilación forzada. La resistencia es inevitable en los 

circuitos reales, aún si el resistor no se incluye específicamente como componente 

de un circuito. Por tanto, un circuito LC puro es un ente ideal (Faleski, 2006). 

http://es.wikipedia.org/wiki/Resistencia_el%C3%A9ctrica
http://es.wikipedia.org/wiki/Inductor
http://es.wikipedia.org/wiki/Condensador_%28el%C3%A9ctrico%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Fuente_el%C3%A9ctrica
http://es.wikipedia.org/wiki/Interruptor_el%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Componente_electr%C3%B3nico
http://es.wikipedia.org/wiki/Corriente_directa
http://es.wikipedia.org/wiki/Corriente_alterna
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Los circuitos eléctricos RLC tienen una importancia fundamental en la Ingeniería 

Eléctrica debido a que muchos problemas se solucionan con este tipo de circuitos, 

conociendo   las leyes y relaciones matemáticas que lo rigen. 

Existen muchas aplicaciones del circuito RLC tales como en circuitos osciladores 

o variables de sintonización, filtros de audiofrecuencias (pasa baja, pasa alto y 

pasa banda) y circuitos de pulso de descarga. 

Los circuitos RLC se emplean en diferentes tipos de circuitos osciladores. La 

sintonización es otra aplicación importante, tales como un receptor de radio o 

televisor, donde los circuitos RLC se usan para seleccionar un rango estrecho de 

frecuencias de las ondas de radio ambientales, esto se refiere a un circuito de 

sintonización. Un circuito RLC puede emplearse como un filtro pasa banda, donde 

la aplicación de la sintonización es un ejemplo de filtro de pasa banda. El filtro 

RLC puede describirse como un circuito de segundo orden en el análisis de 

circuitos, debido a que cualquier voltaje o corriente en el mismo puede describirse 

por una ecuación diferencial de segundo orden (Agarwal y Lang, 2005). 

Es interés de este trabajo hacer un análisis teórico y experimental de un tipo de 

circuito RLC, que constituye una de sus variantes más interesantes para la 

tecnología moderna, llamado oscilador de Van der Pol y es un ejemplo de 

oscilador no lineal. La modelación de problemas que conducen a oscilaciones no 

lineales que están fuera de los parámetros normales y se justifica desde el punto 

de vista teórico por el hecho de que tales circuitos podrían aplicarse en la solución 

de problemas prácticos o industriales. 
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TITULO 

 “ESTUDIO DE LAS OSCILACIONES ELECTROMAGNETICAS EN LOS 

CIRCUITOS RLC Y ANALISIS TEORICO DEL CIRCUITO DE  VAN DER 

POL”. 

 

PROBLEMA 

Encontrar las condiciones bajo las cuales se estabiliza la amplitud de las 

oscilaciones en el circuito RLC y de Van der Pol. 

 

OBJETIVO GENERAL 

Analizar las oscilaciones electromagnéticas en el circuito RLC con y sin fuente de 

energía externa. 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 Analizar dinámicamente las oscilaciones electromagnéticas en el circuito RLC 

sin fuente de energía externa. 

 Analizar teóricamente las oscilaciones electromagnéticas en el circuito RLC 

con fuente de energía externa y con impulso no lineal (circuito de Van der Pol). 

 

HIPÓTESIS 

Variando los valores  de algunos parámetros del circuito se logrará mejorar la 

estabilidad de las oscilaciones electromagnéticas.  
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VARIABLES 

Independiente: Elementos del circuito (Resistencia, Inductancia, Capacitancia, 

Fuente de energía, Voltaje y Corriente). 

Dependiente: La amplitud de la oscilación del voltaje en el circuito. 

 

MÉTODOS 

Métodos Teóricos  

 Modelación matemática y computacional. 

 

Métodos Empíricos 

 Observación 

 Experimentación  
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CAPITULO I 

FUNDAMENTACION TEÓRICA 

 

1. 1 CIRCUITOS RLC  

El circuito RLC está formado por resistencias (R), condensadores (C) y bobinas 

(L), cuando se alimentan por una fuente de voltaje alterna senoidal. En corriente 

alterna aparecen dos nuevos conceptos relacionados con la oposición al paso de la 

corriente eléctrica. Se trata de la reactancia y la impedancia. Un circuito 

presentara reactancia si incluye condensadores y bobinas. La naturaleza de la 

reactancia es diferente a la de la resistencia eléctrica. La impedancia es un 

concepto totalizador, que incluye la resistencia y las reactancias, es decir, es la 

suma de ambos (Faleski, 2006). 

1.1.1 Circuito con resistencia. 

Supongamos un circuito con resistencia óhmica pura a la que se aplica un voltaje 

alterno senoidal (Figura 1.1.1a). Este voltaje originará en el circuito una corriente 

senoidal, totalmente en fase con la tensión aplicada y con la misma frecuencia 

(Figura 1.1.1b). 

En la figura 1.1.1 b y c se muestra el diagrama fasorial formado por la tensión y la 

corriente, donde se observa que ambos están en fase.   
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Figura 1.1.1 Circuito con resistencia.  : Frecuencia angular, : fase de la 

oscilación. 

Al alimentar con un voltaje de corriente continua (cc) o con un voltaje alterno 

senoidal con valor eficaz (valor cuadrático medio) idéntico al cc, la resistencia 

puramente óhmica manifestará los mismos efectos.  

 

1.1.2 Circuito con inductancia pura. 

Un circuito con una bobina ideal (sin resistencia) a la que se aplica una tensión 

alterna senoidal, está tratará de evitar los cambios bruscos de corriente (figura 

1.1.2a). La bobina retrasa 90º la corriente respecto al voltaje aplicado en el 

circuito (figura 1.1.2b y c).  
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Figura 1.1.2 Circuito con bobina. : Frecuencia angular, : fase de la 

oscilación. 

 

En este circuito, la única resistencia que aparece es la reactancia inductiva, por lo 

que la corriente eficaz que circula por el circuito será: 

 I = V / XL (90) = V/ j 2π fL = V / -j 2πf L = V / -j 2πf L = -V / j ω L 

La corriente instantánea que circula por el circuito es I = Io sen (ωt – 90º). 

 

1.1.3 Circuito con condensador ideal. 

Al conectar un condensador ideal (sin resistencia) a una fuente de voltaje alterno 

(Figura 1.1.3ª y b), a medida que el voltaje va aumentando, el condensador se va 

cargando y el voltaje va disminuyendo, el condensador se va descargando. Todo 

esto ocurre con la misma rapidez con que cambia el sentido del voltaje aplicado. 

Como consecuencia, se establece en el circuito una corriente alterna de la misma 

frecuencia que la del voltaje de alimentación. 
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Figura 1.1.3. Circuito con capacitor. : frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

 

El valor máximo del voltaje tiene lugar al cuarto de periodo (90º) de la onda 

(figura 1.1.3c) y que la carga del capacitor es Q (c), la capacitancia 

(microfaradios, µF) y voltaje (voltios) en cada armadura del condensador esta 

dado por Q = C x V, tendremos que al cabo de los 90º la cantidad de carga 

acumulada será: 

Q0 = C x V0 

Por tanto, el valor medio de la intensidad será: 

Imed = Q0 / t = CV0 / T/ 4 = 4 C V0 / T 

Pero como 1/T = f, tendremos que: 

Imed = 4 f C V0 

Expresando el valor eficaz de la corriente y el voltaje tendremos que: 

I = V / Xc (90) = V / (-j) / ωC = V ωC / -j = -j V ωC  = - j V ωC = j V 2π f C 
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V = Xc (90) = (-j) / ωC = -jI /ωC = -j I / 2π f C 

La corriente se adelanta 90º con respecto al voltaje, es decir, el voltaje se retrasa 

90º con respecto de la corriente. Esto demuestra que los condensadores tienen un 

comportamiento diferente a las bobinas.  

La corriente instantánea circulante en el circuito es I = Io sen (ωt + 90) 

1.2 CIRCUITO RLC EN SERIE 

1.2.1 Circuito R-L en serie. 

Sea el circuito constituido por una resistencia y una bobina ideal (sin resistencia) 

(Figura 1.2.1 a). Al aplicarle un voltaje alterno senoidal, la corriente circulará por 

el circuito con la misma la misma frecuencia. Esta corriente dará lugar a dos tipos 

de caídas de voltajes diferentes en el circuito: una caída de voltaje óhmica debida 

a la resistencia óhmica, R, del circuito cuyo valor es IR y que estará en fase con la 

corriente y otra inductiva debida a la reactancia de la bobina, XL, cuyo valor es 

IXL, que estará desfasada 90º en adelanto respecto a la caída de voltaje óhmica 

(figura 1.2.1 b y c). 

En todo momento, la suma de ambas caídas de voltaje es igual a la tensión 

aplicada, es decir, es igual a ZI por la ley de Kirchhoff de las mallas. La corriente 

y el voltaje no están en fase (figura 1.2.1b). 
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Figura 1.2.1. Circuito RL en serie. : frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

 

La caída de voltaje tensión en la resistencia esta dado por: 

VR = R(0)  I (en fase con la corriente) 

Caída de voltaje en la bobina 

VL = XL (90º) x I (90º en adelanto sobre la corriente) 

El voltaje total V = Z ()  I (en adelanto  grados respecto de la corriente),  

 

que se puede determinar por el  triángulo de tensiones (figura 1.2.1b). 

Impedancia en circuito RL 

La impedancia del circuito RL tiene la forma: 
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Donde R es la resistencia óhmica y XL es la resistencia o reactancia inductiva y j 

es un número imaginario puro (j= −1 ) 

El módulo de la impedancia es: 

│𝐙│ =  𝐑𝟐 + 𝐗𝐋
𝟐
 

El argumento o ángulo de desfase es:  

 = arc cos R / Z = arc tg XL / R 

El factor de potencia o coseno de fi es: Cos  = R / Z 

La corriente que circula por el circuito vale: I = V(0º) / Z () = I ( -) 

𝑽 = 𝑉𝑜 𝑠𝑒𝑛  𝑤𝑡 + 𝜑    

𝑰 = 𝐼𝑜 𝑠𝑒𝑛 (𝑤𝑡)   

 

1.2.2 Circuito R-C en serie. 

Sea el circuito formado por la resistencia pura R y el condensador C (figura 

1.2.2a). Al aplicar al circuito un voltaje alterno senoidal se generará una corriente 

alterna senoidal de la misma frecuencia que la de la tensión de alimentación. Esta 

corriente producirá  dos caídas de voltajes diferentes: una VR, debida a la 

resistencia R, en fase con la corriente cuyo valor es RI y otra Vc, de valor IXC  

que se retrasa 90º respecto de la corriente (figura 1.2.2 b y c). En todo momento, 

la suma fasorial de ambos voltajes debe ser igual a la tensión aplicada. 

La caída de voltaje en la resistencia está dada por  

VR = R(0º) I (en fase con la corriente) 

La caída de voltaje en el condensador 

Vc = Xc(-90º) I (90º en retraso respecto de la corriente) 
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El voltaje total V = I Z(-º) en retraso  grados sobre la corriente) está dado por: 

𝑽𝟐 = 𝑽𝑹𝟐 + 𝐕𝐂
𝟐
 

conocida como triángulo de tensiones (figura 1.2.2 b). 

 

 

Figura 1.2.2.  Circuito RC en serie. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

 

La impedancia en circuito RC 

La impedancia del circuito RC tiene la forma 

𝐙  = 𝑹   −  𝐣𝑿𝑪       

donde R es la resistencia óhmica y Xc es la resistencia o reactancia inductiva y j es 

un número imaginario puro (j= −1 ). 

El módulo de la impedancia es: 

│𝐙│ =  𝐑𝟐 + 𝐗𝐂
𝟐 
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El argumento o ángulo de desfase es: 

 = - arc cos R / Z = - arc tg XC / R 

El factor de potencia es: 

 cos  = R / Z 

La corriente por el circuito esta dado por 

I = V(0º) / Z(-) = I () 

𝑽 = 𝑽𝒐 𝒔𝒆𝒏  𝒘𝒕 − 𝝋    

𝑰 = 𝑰𝒐 𝒔𝒆𝒏 (𝒘𝒕)   

 

1.2.3 Circuito R-L-C en serie 

Sea el circuito formado por una resistencia R, una bobina o autoinducción L y un 

condensador de capacidad C (figura 1.2.3. a). 

 

Figura 1.2.3.  Circuito RLC en serie. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 
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Se puede observar la caída de voltaje en la resistencia está en fase con la corriente, 

pero la caída de voltaje en la bobina esta en adelanto 90º respecto de la corriente. 

La caída de voltaje en la bobina y en el condensador se encuentra desfasada entre 

sí 180º, donde el  vector resultante de las tensiones reactivas esta dado por XLI - 

XCI (figura 1.1.1.6 b). 

El vector resultante de la suma de los tres vectores es  

 

La impedancia de un circuito RLC en serie 

𝐙  = 𝑹     +  𝐣(𝑿𝑳   −  𝑿𝑪)         

donde R es la resistencia óhmica, XL es la resistencia o reactancia inductiva, y Xc 

es la reactancia capacitiva y j es un número imaginario puro (j= ). 

El módulo de la impedancia es:  

 

 

de modo que se cumpla una relación análoga a la de los circuitos de corriente 

continua 

V0=I0·Z. 

El ángulo que forma el vector resultante de magnitud V0 con el vector que 

representa la intensidad I0 es: 

 = arc tang de (XL - XC)/R 
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El factor de potencia es: 

 cos  = R / Z 

Las expresiones del voltaje y de la corriente eficaz en el circuito están dados por: 

I = V (0º)/Z(º)= I(-) 

𝑉 = 𝑉𝑜 𝑠𝑒𝑛  𝑤𝑡    

𝐼 = 𝐼𝑜 𝑠𝑒𝑛 (𝑤𝑡 −  𝜑)   

La intensidad de la corriente en el circuito está atrasada un ángulo -φ respecto al 

voltaje de la fuente externa. 

1.3. CIRCUITO RLC EN PARALELO 

El análisis de los circuitos conectados en paralelo es más complicado que los 

circuitos conectados en serie. No obstante, al igual que los circuitos serie, estos se 

resuelven por medio de las impedancias, los circuitos en paralelo se resuelven, 

generalmente, mediante las admitancias.1 

 

1.3.1 Circuito R-L en paralelo 

Sea el circuito constituido por una resistencia y una bobina conectados en paralelo 

(figura 1.3.1a).  

                                                           

1
 Cesar Sánchez Norato, Circuitos Eléctricos, Capítulo VI 

http://www.labc.usb.ve/mgimenez/Ec1181ele/Material/Circuitos%2520RLC/Circuitos%2520RLC.pdf 

 

http://www.labc.usb.ve/mgimenez/Ec1181ele/Material/Circuitos%2520RLC/Circuitos%2520RLC.pdf
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Figura1.3.1. Circuito RL en paralelo. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

 

 

Al aplicarle un voltaje alterno senoidal, la resistencia y la bobina estarán 

sometidos al mismo voltaje, pero la corriente que circula por cada componente 

será diferente por la resistencia circulará una corriente IR que estará en fase con la 

tensión aplicada y por la bobina circulará una corriente IL que estará retrasada 90º 

respecto al voltaje (figura 1.3.1b). 

Aplicando la ley de  Kirchhoff  para los nodos se obtiene la corriente total que 

circulará por el circuito, que estará retrasada un ángulo φ. 

Admitancia 

La admitancia (inverso de la impedancia) está dada por la expresión: 

 

El módulo de la admitancia es: 

│𝒀│ =  𝐆𝟐 + 𝐁𝟐 

El argumento o ángulo φ = arc tg (- B/ G) 

Las expresiones del voltaje y de la corriente eficaz en el circuito están dadas por: 

𝑉 = 𝑉𝑜 𝑠𝑒𝑛  𝑤𝑡    

𝐼 = 𝐼𝑜 𝑠𝑒𝑛 (𝑤𝑡 −  𝜑)   
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1.3.2 Circuito R-C en paralelo. 

Sea el circuito formado por la resistencia pura R y el condensador C (figura 

1.3.2a). 

 

Figura 1.3.2  Circuito RC en paralelo. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

 

Al aplicar al circuito un voltaje alterno senoidal, la resistencia y el condensador 

estarán sometidos al mismo voltaje, pero la corriente que circula por cada 

componente será diferente: por la resistencia circulará una corriente IR que estará 

en fase con la tensión aplicada y por el capacitor circulará una corriente Ic que 

estará adelantada 90º con respecto al voltaje (figura 1.3.2b). 

Aplicando la ley de  Kirchhoff  para los nodos, se obtiene la corriente total que 

circulará por el circuito, que estará retrasada un ángulo φ. 

Admitancia en un circuito RC paralelo 

La admitancia (inverso de la impedancia) compleja equivalente tiene la expresión 

siguiente: 

 

El módulo de la admitancia es: 
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│𝒀│ =  𝐆𝟐 + 𝐁𝟐 

El argumento o ángulo φ = arc tg B/ G 

Las expresiones del voltaje y de la corriente eficaz en el circuito esta dado por: 

𝑉 = 𝑉𝑜 𝑠𝑒𝑛  𝑤𝑡    

𝐼 = 𝐼𝑜 𝑠𝑒𝑛 (𝑤𝑡 +  𝜑)   

 

1.3.3 Circuito L-C en paralelo (circuito oscilante o circuito tanque). 

En general toda combinación L-C recibe el nombre de circuito oscilante o tanque 

por su facultad de almacenar energía, especialmente cuando ambas reactancias 

aparecen solas, sin resistencia ni fuente de alimentación. 

Sea el circuito LC, si se coloca el conmutador en la posición 1, el condensador se 

cargará a la tensión de la fuente (figura 1.3.3). Una vez cargado, al pasarlo a la 

posición 2, el condensador se descarga a través del inductor, debido a la fem 

(voltaje) inducido en el inductor, la corriente no puede cambiar de manera 

instantánea; empieza en cero y finalmente crece hasta llegar a un valor máximo 

Io. Durante este crecimiento, el condensador se está cargando. En cada instante, el 

potencial del capacitor es igual a la fem inducida, de modo que a medida que el 

capacitor se descarga, la razón de cambio de la corriente disminuye. Cuando el 

potencial en el capacitor se hace cero, la fem inducida también es cero y la 

corriente ha llegado a su valor máximo. Durante la descarga del capacitor, la 

corriente creciente en el inductor ha producido un campo magnético en el espacio 

que lo rodea y la energía que estaba almacenada en el campo eléctrico del 

capacitor ahora está en el campo magnético del inductor. 
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Figura 1.3.3. Circuito LC en paralelo. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación 

Una vez descargado el condensador (y almacenada toda su energía en la bobina), 

éste comienza de nuevo a cargarse a expensas de la bobina, originándose una 

corriente en el circuito en sentido contrario al de la descarga. Una vez cedida toda 

la energía de la bobina al condensador, éste vuelve nuevamente a descargarse 

sobre la bobina y así sucesivamente. 

El resultado es la circulación, por el circuito, de una corriente oscilante o alterna. 

Si no hubiera pérdidas, sobre todo en la resistencia asociada de la bobina, en el 

circuito, las oscilaciones mantendrían su amplitud indefinidamente. Pero debido a 

las pérdidas, dicha corriente se va amortiguando poco a poco hasta desaparecer 

totalmente. La frecuencia de oscilación responde a la fórmula: 

𝒇𝒐 =
𝟏

𝟐𝝅 𝑳𝑪
 

Se trata de una frecuencia propia, llamada frecuencia de oscilación. 

Admitancia en un circuito LC paralelo 

La admitancia (inversa de la impedancia) compleja equivalente tiene la expresión 

siguiente: 

𝑌  =  𝑌𝐿     + 𝑌𝑐    =  
1

𝑋𝐿
  +

1

𝑋𝑐
=  𝐺  +  𝑗𝐵       

El módulo de la admitancia es: 
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│𝒀│ =  𝐆𝟐 + 𝐁𝟐 

El argumento o ángulo φ = arc tg B/ G 

Las expresiones del voltaje y de la corriente eficaz en el circuito esta dado por: 

𝑉 = 𝑉𝑜 𝑠𝑒𝑛  𝑤𝑡    

𝐼 = 𝐼𝑜 𝑠𝑒𝑛 (𝑤𝑡 +  𝜑)   

 

1.3.4 Circuito R-L-C en paralelo. 

Sea el circuito constituido por una resistencia, una bobina y un condensador 

conectados en paralelo (de la figura 1.3.4a). 

 

Figura 1.3.4. Circuito RLC en paralelo. : Frecuencia angular,  : fase de la 

oscilación. 

Al aplicarle una tensión alterna senoidal, los tres componentes estarán sometidos a 

la misma tensión, por lo que la corriente será diferente en cada componente: por la 

resistencia circulará una corriente V/R que estará en fase con la tensión aplicada, 

por el inductor circulará una corriente V/XL que estará retrasada 90º respecto de la 

tensión y por el condensador circulará una corriente V/Xc que estará 90º en 

adelanto respecto al voltaje tensión (figura 1.3.4b). 

Aplicando la ley de Kirchhoff para los nodos, obtendremos la corriente total It que 

circula por el circuito y que estará retrasada un ángulo φ. 
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 Admitancia 

La admitancia total, en forma compleja, es: 

 

El módulo de la admitancia es: 

 

│𝒀│ =   
𝟏

𝑹
 
𝟐

+  
𝟏

𝑿𝑳
− 

𝟏

𝑿𝑪
 
𝟐

 

  

1.4  CARACTERISTICAS DE LOS CIRCUITO RCL EN SERIE 

El circuito RCL serie reúne las características de la mayoría de los circuitos de 

corriente alterna. Dicho circuito está formado por una resistencia, un condensador 

y una bobina conectados en serie a un generador de corriente alterna, tal como se 

indica en la figura 1.4.1. Tanto la intensidad de corriente como la diferencia de 

potencial entre los bornes de sus elementos se comportan de forma oscilatoria, 

caracterizados por una amplitud y una fase.  

 

Figura 1.4.1 Circuito RCL serie 

De forma análoga a como sucede con la ley de Ohm para la corriente continua, se 

puede observar que el voltaje eficaz que suministra el generador es proporcional a 

la intensidad eficaz de corriente alterna que atraviesa el circuito, siendo la 
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constante de proporcionalidad la llamada impedancia del circuito. Para este 

circuito RCL serie la impedancia tiene la forma: 

𝐙 =  𝐑𝟐 +  𝑳𝝎 − 
𝟏

𝑪𝝎
 
𝟐

 

Por tanto, la impedancia de un circuito es función de la pulsación (frecuencia) de 

la señal alterna aplicada en bornes del circuito. Podemos distinguir los siguientes 

casos:  

 Para una resistencia pura, la impedancia es independiente de ω, y por tanto su 

representación Z = Z (ω) será una recta (figura 1.4.2.a).  

 Para una capacitor puro, la impedancia varía en función de ω de la forma 1/Cω 

(figura 1.4.3b) 

 Para un inductor puro, la impedancia es proporcional a la pulsación, siendo la 

constante de proporcionalidad L (figura 1.4.4c). 

 

Figura 1.4.2 Impedancia en función de la frecuencia angular. 

En general, para un circuito RCL serie intervienen las tres componentes de la 

impedancia, de forma que su representación en función de la pulsación aparece en 

la figura 1.4.3 Se puede observar que para frecuencias muy pequeñas, la 

contribución Lω no sería importante frente a las contribuciones de 1/Cω y R, 

mientras que para frecuencias grandes, la reactancia capacitiva se puede 
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despreciar. Además, se puede apreciar que la curva Z = Z (ω) tiene un mínimo 

para ω = ω0, que cumple Lω0 =1/(Cω0), para el cual Z = R y se caracteriza por 

corresponder al máximo de la amplitud de corriente eficaz. A esta forma de pico 

de la amplitud de corriente a cierta frecuencia se conoce como resonancia. La 

frecuencia angular ω0 a la cual se presenta el pico de resonancia se conoce como 

frecuencia angular de resonancia. La agudeza del máximo se mide mediante el 

factor de calidad Q del circuito, que tiene la expresión siguiente: 

𝑸 =
𝝎𝟎𝑳

𝑹
 

 

Figura 1.4.3 Impedancia de un circuito RCL en serie. 

Si se desea disminuir el factor de calidad Q del circuito para ensanchar el ancho 

de banda, es suficiente con colocar una resistencia en serie con la bobina. 

Podríamos variar o controlar el ancho de banda a voluntad. También, se puede 

modificar el factor de calidad Q, colocando una resistencia en paralelo con el 

circuito tanque. 

En un circuito de corriente alterna, el voltaje y la corriente no están generalmente 

en fase. Cuando sobre el circuito RCL serie se aplica un voltaje sinusoidal de la 

forma V = V0 sen( ωt), la corriente que circula es I = I0 sin (ωt − φ), donde φ es la 

diferencia de fase entre el voltaje y la corriente, que depende de L, R, C y ω de la 
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siguiente forma: 

𝝓 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 
𝑳𝝎−

1
𝐶𝜔

𝑹
  

Podemos observar, que en condiciones de resonancia, φ = 0 y tanto el voltaje 

como la corriente están en fase. 

1.5 RESPUESTA DEL CIRCUITO RLC EN SERIE 

1.5.1 Respuesta natural.2 

 

El condensador inicialmente está cargado a un voltaje V0.  Aplicando la ley de las 

mallas de Kirchhoff, se puede  presentar matemáticamente dicho circuito como: 

VR+VL+ VC =0 

Donde VR es el voltaje en la resistencia, que es igual IR, VL es el voltaje en el 

inductor, Ldi/dt mientras que VC es el voltaje en el condensador, q/C, la ecuación 

del circuito es: 

𝒊𝑹 + 
𝒒

𝑪
 + 𝑳

𝒅𝒊

𝒅𝒕
= 𝟎  

                                                           
2
 R. García Bertrand. ‘‘Transitorios en circuitos RLC’’. Departamento de Ingeniería Eléctrica, Electrónica, Automática y 

Comunicaciones. Universidad de Castilla –La Mancha. 
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Donde la carga del capacitor en el instante t es q(t) y la intensidad de la corriente i 

que circula es i(t)=dq/dt; de aquí se obtiene la siguiente ecuación diferencial lineal 

ordinaria de segundo orden: 

 

Para analizar la respuesta del circuito en función de la frecuencia, se emplea la 

impedancia equivalente compleja: 

 

donde R es la resistencia óhmica, XL es la resistencia o reactancia inductiva,  Xc 

es la reactancia capacitiva y j es un número imaginario puro (j= ). 

El módulo de la impedancia es:  

 

Podemos escribir la expresión de la corriente como: 

 

La ecuación diferencial puede resolverse proponiendo soluciones  del tipo: 

  

Donde las raíces de la ecuación diferencial son: 
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𝑤0 =   
1

𝐿𝐶
  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
  𝐟𝐫𝐞𝐜𝐮𝐞𝐧𝐜𝐢𝐚 𝐩𝐫𝐨𝐩𝐢𝐚 𝐨 𝐧𝐚𝐭𝐮𝐫𝐚𝐥 

La forma de la solución es diferente para cada uno de los casos; sub amortiguado 

(R pequeñas) y sobreamortiguado (R grande). Cuando R
2
 es menor que 4L/C, la 

solución tiene la forma: 

𝑞(𝑡) = 𝐴 𝑒− 
𝑅

2𝐿
 𝑡  cos   

1

𝐿𝐶
− 

𝑅2

4𝐿2
 𝑡 +  𝜑  

Donde A y φ son constantes. 

 

1.5.2 Respuesta forzada.3 

En este caso el circuito está sometido a una fuente de tensión externa periódica 

V(t): 

                                                           
3
 R. García Bertrand. ‘‘Transitorios en circuitos RLC’’. Departamento de Ingeniería Eléctrica, Electrónica, Automática y 

Comunicaciones. Universidad de Castilla –La Mancha. 
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Aplicando la ley de las mallas de Kirchhoff, obtenemos que, 

𝑅𝑖 𝑡 +  𝐿
𝑑𝑖 𝑡 

𝑑𝑡
+  𝑉𝑐 = 𝑉𝑜𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑡  

 

Por tanto: 

 𝐿𝐶
 𝑑2𝑉

𝑑𝑡2
+  𝑅𝐶 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
+  𝑉𝑐 = 𝑉𝑜𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑡  

 𝑑2𝑉

𝑑𝑡2
+ 
𝑅

𝐿
 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
+  

1

𝐿𝐶
𝑉 =

1

𝐿𝐶
 𝑉𝑜𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑡  

La solución de dicha ecuación diferencia tiene la expresión siguiente: 

𝑉(𝑡) = 𝐴 𝑒− 
𝑅

2𝐿
 𝑡  cos   

1

𝐿𝐶
− 

𝑅2

4𝐿2
 𝑡 +  𝜑  

donde  𝑨 =   
𝑽𝒐

𝟏+𝑹𝑾𝑪+𝑳𝑪𝑾𝟐
 

 

1.5.3 Estudio Energético 

 La energía almacenada en el condensador en forma de campo eléctrico es:  



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 28 
 

 

 La energía almacenada en la autoinducción en forma de campo magnético 

es:  

 

 La energía disipada en la resistencia es:  

 

Al integrar por partes, para llegar a la expresión final se tiene en cuenta que 

 

 La energía suministrada por la batería es: 

 

De conformidad al principio de conservación de la energía, se tiene que: 

UV=UC+UL+UR 

Una parte de la energía suministrada por la batería se almacena en el condensador, 

otra parte en la autoinducción y el resto se disipa en la resistencia. 

Después de un tiempo t→∞ 

 La carga en el condensador tiende a CV0, la energía almacenada en el 

condensador es:  
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 La intensidad tiende a cero, no hay energía almacenada en la 

autoinducción:  

UL=0 

 La energía disipada en la resistencia tiende a  

 

 La energía suministrada por la batería será igual a: 

UV = CV0 

La mitad de la energía suministrada por la batería se almacena como energía del 

campo eléctrico en el condensador y la otra mitad se disipa en la resistencia. El 

mismo resultado obtenido en la carga del condensador sin autoinducción. 

1.6 RESPUESTA DEL CIRCUITO RLC EN PARALELO 

1.6.1 Respuesta natural.4 

 

Ahora el voltaje es el mismo en cada componente, pero la corriente es diferente, 

donde IR es la corriente que circula por la resistencia, que es igual V/R, IL es la 

corriente que circula por el inductor, (VL/XL) mientras que IC es la corriente que 

circula por el condensador, VC/XC. Aplicando la ley de Kirchhoff de los nodos, 

obtenemos que: 

                                                           
4 R. García Bertrand. ‘‘Transitorios en circuitos RLC’’. Departamento de Ingeniería Eléctrica, Electrónica, Automática y 

Comunicaciones. Universidad de Castilla –La Mancha. 

 

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/campo_electrico/rc/rc.htm#Carga%20del%20condensador
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IR+IL+ IC =0 

𝑉

𝑅
 +  𝐼𝐿  + 𝐶

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 0  

Donde la carga del capaciotor en einstante t es q(t) y la intensidad de la corriente i 

que circula es i=dq/dt, obtenemos la siguiente ecuación diferencial de segundo 

orden: 

𝑑2𝑖

𝑑𝑡2
 +  

𝐿

𝑅𝐶
 
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 +  

1

𝐶
 𝑖 = 0  

La ecuación diferencial ordinaria anterior, admite soluciones del tipo: 

 

Las raíces de la ecuación diferencial se extraen de la condición: 
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1.6.2 Respuesta Forzada.5 

 

 

 

 

 

 

La ecuación diferencial ordinaria anterior, también admite soluciones del tipo: 

                                                           
5
 R. García Bertrand. ‘‘Transitorios en circuitos RLC’’. Departamento de Ingeniería Eléctrica, Electrónica, Automática y 

Comunicaciones. Universidad de Castilla –La Mancha. 
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1.7 EL OSCILADOR DE VAN DER POL 

 

El oscilador de Van der Pol es un modelo de sistema dinámico que incluye 

retroalimentación positiva y un elemento resistivo no lineal. En su aplicación 

original, a principios del siglo pasado, el oscilador eléctrico con un elemento no 

lineal se utilizo como precursor de los primeros radios comerciales. Un circuito de 

este tipo favorece las oscilaciones pequeñas y amortigua las grandes. En este caso 

se analiza el comportamiento del oscilador de Van der Pol con un voltaje x y un 

coeficiente de amortiguamiento ε. Para ε = 0 el sistema es un oscilador lineal no 

amortiguado. A medida que ε crece, lo hace también la no linealidad del sistema. 

El sistema tiene un solo punto de equilibrio, que es el punto P (0,0), el cual 

siempre resulta ser inestable (repulsor), pero todas las trayectorias a partir de este 

punto tienden en espiral a un ciclo limite y a este también tienden a entrar aquellas 

trayectorias cuyas amplitudes son más grandes que la amplitud del ciclo limite. 

Desde el punto de vista histórico, Van der Pol fue precursor de los primeros radios 

comerciales cuando propuso su modelo en 1920 siendo ingeniero de la Philips 

Company (Netherland). 

Este oscilador con amortiguamiento no lineal está gobernado por la siguiente 

ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo orden: 

 

Donde x es la variable dinámica y el parámetro ε > 0, por las características físicas 

del circuito. 



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 33 
 

A continuación se llevara a cabo un estudio matemático formal de las 

características y comportamiento del oscilador de Van der Pol desde el punto de 

vista de los sistemas dinámicos en función de la variable x, que representa el 

voltaje del circuito, y del parámetro de amortiguamiento ε que aparecen en la 

ecuación, con el objeto de encontrar sus condiciones de estabilidad y la posible 

presencia de ciclos limite en el sistema. Para esto se seguirá una técnica de 

análisis del sistema de ecuaciones diferenciales que corresponde a la ecuación 

diferencial original a través de las características de la matriz de coeficientes del 

sistema y el Teorema de Liènard.6 

 

1.8 Análisis 

Cuando x es pequeña, el término cuadrático x2 es despreciable y la ecuación del 

sistema se convierte en una ecuación diferencial lineal con amortiguamiento 

negativo –ε, es decir: 

 

El sistema de ecuaciones de primer orden correspondiente a esta ecuación es: 

 

 

Calculo del punto fijo 

 

 

Tenemos que: 

                                                           
6
 Van der Pol. Estabilidad. Ciclo limite. Teorema de Lienard. Sistemas dinámicos. 

El oscilador de Van der Pol /Silvia Larraza  Hernández / Víctor José Palencia Gómez 
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y = 0 

             es decir, P (x = 0; x’ = 0) 

x = 0 

 

La matriz del sistema lineal es: 

 

Donde: 

 

      

 

De esta manera, como se puede observar en el diagrama de bifurcación traza-

determinante [2, 3] (Figura 1.8a), no tendremos puntos Silla y el punto fijo P (x = 

0, x’ = 0) es inestable (espirales fuente o inestables cuando 0 < ε < 2 y nodos 

fuente o inestables cuando ε ≥ 2) (Figuras 2 a 5). Por lo tanto, cuando x es 

pequeña el sistema es inestable alrededor del punto fijo. 
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Figura 1.8.1a  Diagrama de bifurcación traza-determinante 

 

 

Figura 1.8.2b Diagrama de fase del sistema lineal para ε = 0 
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Figura 1.8.3c  Diagrama de fase del sistema lineal para ε = 1 

 

 

Figura 1.8.4d  Diagrama de fase del sistema lineal para ε = 2 

 

 

Figura 1.8.5e. Diagrama de fase del sistema lineal para ε = 3 

 

1.9  Circuito eléctrico de Van der Pol 

Para que un circuito eléctrico pueda ser descrito por la ecuación (1) se requieren 

elementos eléctricos activos con la propiedad cubica no lineal  i = φ (v) = γv3 – 

αv,  donde i y v son la corriente y el voltaje respectivamente. 
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 En 1920 Van der Pol construyo el oscilador usando un tríodo o tetrodo. Después 

de que Reona Esaki inventó el diodo túnel en 1957, la fabricación del oscilador de 

Van der Pol con circuitos eléctricos se hizo más simple. La oscilación se da por un 

intercambio de energía entre elementos de distinta naturaleza, como son de 

capacitor a inductor o de inductor a capacitor. El diodo funciona como un 

elemento activo y ayuda a mantener la oscilación. 

 

Figura 1.9 Circuito eléctrico con un diodo túnel para el oscilador de Van der 

Pol. 

Del circuito: 

𝑰𝒐 = 𝒊𝑪  + 𝒊𝑫+𝒊𝑳 

Donde 

Io  =  Corriente que proporciona energía al sistema 

ic  =  Corriente en el capacitor   

iD  =  Corriente del diodo   

iL  =  corriente en el inductor 

Ecuación de Van der Pol 

 



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 38 
 

 

CAPITULO II 

 

2.1 MATERIALES Y METODOS 

Los Circuitos RLC en serie y paralelo son particularmente convenientes para el 

uso de un software especifico (la interface HPCI-1), la cual nos permite capturar 

los datos en un ordenador  y realizar un tratamiento gráfico de la familia de curvas 

(oscilaciones) correspondientes a cada solución particular, para poder hacer un 

análisis e interpretación geométrica de la situación problemática, pues de otra 

forma no es posible en un tiempo razonable. 

 

2.1.1 Método Experimental. 

El trabajo experimental se desarrollo en el laboratorio de Física II de la 

Universidad de Granma utilizando tecnología informática, esta consistió en 

conectar el circuito RLC  a la interface HPCI-1 (Versión 4.0) y sus 

correspondientes sensores de corriente y de voltaje.  

La interface HPCI-1 opera con 220v corriente alterna a 50 Hz de frecuencia, 

posee 4 canales que pueden trabajar al mismo tiempo a una potencia máxima de 

30 Watts. El sistema posee 4 sensores de voltaje con los cuales se puede estudiar 

las oscilaciones electromagnéticas en general y en particular en el presente trabajo 

se emplearon los sensores de tensión D y E, todos los resultados tanto numéricos 

como gráficos se registran en la pantalla del ordenador.   

2.1.2 Componentes del Sistema y Parámetros Técnicos 
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La siguiente figura muestra el esquema de conexión de los elementos utilizados. 

 

 

 

 

 

 

 

2.1.3 Interface HPCI-1 

 

Elaborado por los Postulantes 

Software 

Impresora Interface Computadora Sensores 

Circuito RC, RL, RCL 

Circuito de Van der Pol 
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Fuente: Application Manual Computer Aided Physics Laboratory (HPCI-1) 

 

 

Elaborado por los Postulantes 

Fuente: Laboratorio de Física II, Universidad de Granma 

 

2.1.4  Sensores e Instrumentos Experimentales. 

 Sensor de Voltaje y de Corriente 

 

Elaborado por los Postulantes 

Fuente: Laboratorio de Física II, Universidad de Granma 

 Circuito RLC 
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Elaborado por los Postulantes 

Fuente: Laboratorio de Física II, Universidad de Granma 

 

 

Elaborado por los Postulantes 

Fuente: Laboratorio de Física II, Universidad de Granma 

 

2.1.5 Métodos Teóricos 

 En el análisis teórico se considero resolver matemáticamente la ecuación de Van 

der Pol para la amplitud de las oscilaciones. Esto significó resolver analíticamente 

dos ecuaciones diferenciales ordinarias: Una no lineal y otra lineal. Esto permitió 

llegar a dos modelos teóricos  para describir las oscilaciones  lineales y no lineales 

del oscilador de Van der Pol. 

Ambas soluciones se graficaron utilizando software informáticos y una escala 

temporal arbitraria.  
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2.1.6  Manejo de Datos 

Todos los datos y la información gráfica fueron almacenados y capturados 

directamente en la pantalla del ordenador. Los cálculos y representación gráfica 

de la amplitud de las oscilaciones en el oscilador de Van der Pol fueron realizados 

utilizando el paquete estadístico STATISTICA (Stat. Soft. Inc., 2003, versión 

6.0). 
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CAPITULO III 

 

3.1 ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS  

3.1.1 Análisis del circuito LC. 

En la figura 3.1.1b se representa la respuesta del circuito LC. En este circuito 

oscilante la energía del campo eléctrico (a través de la descarga del condensador) 

es constantemente convertida en energía del campo magnético (almacenada en la 

bobina inductora).  

 

 

Figura 3.1.1a Diagrama del circuito 
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Figura 3.1.1b 

3.1.2 Curva de inducción de la bobina (RL) 

 

 

Figura 3.1.2 
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3.1.3 Señales del circuito en corriente alterna 

 

Figura 3.1.3a  Diagrama del circuito 

 

 

Figura 3.1.3b Oscilación alterna 
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3.1.4 Circuito RLC 

 

Figura 3.1.4a Diagrama del circuito 

 

 

Figura 3.1.4b Oscilación 
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3.1.5 Análisis teórico del circuito de Van der Pol 

El circuito de Van der Pol como modelo de oscilador electromagnético no lineal. 

Resultados  

El circuito de Van der Pol es una configuración RLC modificado a partir de un 

circuito que presenta oscilaciones amortiguadas. En este caso el, o los elementos 

resistivos están formados por resistencias no lineales (válvulas) y resistencias 

lineales convencionales. Así, la corriente (i) y la tensión (v) están relacionadas 

por: 

𝒊𝟏 = −∝ 𝒗 + 𝜹𝒗𝟑 Para la resistencia no lineal  

 𝒊𝟐 =
𝒗

𝑹
  Para la resistencia no lineal convencional. 

En el primer caso  y δ son parámetros propios de la válvula electrónica, 

mientras R es la resistencia óhmica.
 
 

La ecuación diferencial que rige estas oscilaciones se puede plantear, en forma 

adimensional, como: 

  (1) 

Donde: ,  
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,  termino adimensional. 

Es decir, la ecuación (1) incluye un pulso cuadrático de la tensión como ruido 

externo en la amplitud de la tensión. 

Se   

Hagamos : en la ecuación (1), entonces tenemos: 

  (2) 

Como nos interesa investigar el carácter de la amplitud de las oscilaciones de la 

tensión, consideremos que: 

     (3) 

Es decir, la amplitud de las oscilaciones se considera  que son diferentes del 

tiempo adimensional . 

Si la amplitud de las oscilaciones varía lentamente con el tiempo, entonces la 

segunda derivada de la amplitud se puede despreciar. 

Transformemos el término no lineal en (1) y pongámoslo como: 
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 , pero: 

, luego: 

 

Por otro lado: 

 

 

 

Poniendo estos resultados en (3) 

  



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 50 
 

 

Si se iguala los términos en las funciones linealmente independientes se llega a la 

expresión: 

  

     (4) 

Y esta sería la ecuación diferencial cuya solución determina el carácter de la 

amplitud de las oscilaciones. 

La ecuación (4) se puede resolver como una ecuación de Bernoulli sin necesidad 

de reducirla a lineal. 

 + εA =  εA
3 

Hagamos A= X ( )  Y ( ) 

 = A
'
 = · y + x    

 ·y + x +   ε (xy) =   εx
3
 y

3 
 



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 51 
 

Ó 

 x
'
y

 
+ xy

'
+   εxy =  εx

3
 y

3 
  

x
'
y

 
+ x ( y

'  
+   εy ) =  εx

3
 y

3 

Hallamos y( ) como: 

+   εy = o =>  = - ε  d  

ln y= - ε  => y =    

Luego =    =  εx
3

 

 =  εx
3-ε  

e =>  =  ε  d  

 



UNIVERSIDAD TECNICA DE COTOPAXI 
 

Ingeniería Eléctrica Página 52 
 

-  = -   

 =    => x
2
 =  

x = 2 
1/2

 + c 

A=   =   

A= 2 (1 + )  haciendo  C= 1 

A= 2 (1 + )   (5) 

La relevancia de este circuito es que el término no lineal provoca que aun para 

tiempos muy grandes el sistema oscile con amplitud adimensional, A  ( ) = 

2, es decir: 

Cuando → ∞ ⇒ A (∞) =2 
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Si se desprecia el término cubico en la expresión para la corriente a través de la 

válvula, tendríamos: 

 = - εA, luego: 

 = - εd  ⇒ lnA = -  ε
 

A= C     

Es decir, A →  o      cuando  → ∞ 

En el caso de la ecuación (5) es útil considerar que el régimen no lineal oscilatorio 

está condicionado por la inductancia L: es decir: 

A = 2  

A = 2  

Pero: α=S (D - ) 
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Donde S es la pendiente de la válvula, D su conductividad interna y M la 

inductancia mutua. 

 

 

Figura 3.1.5a  El oscilador de Van der Pol 

 

Resultados del experimento numérico utilizando valores de tiempo adimensional 

=1, 2, 3, 4, 5, 10,100.  

El oscilador de Van der Pol estabiliza su amplitud en A=2 mientras que la 

amplitud en el circuito RLC sin perturbación no lineal tiende a A=0 para grandes 

tiempos. De tal forma, el régimen oscilatorio para cada circuito puede ser 

visualizado en las siguientes figuras. 
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Figura 3.1.5b Circuito RLC amortiguado 

𝑽  =  𝒆− 𝟎.𝟓 𝐜𝐨𝐬  

 

Figura 3.1.5c 
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𝑽  = 𝟐[𝟏 + 𝒆−𝟎.𝟓 ] 𝐜𝐨𝐬  

 

Figura 3.1.5d 

 

Para grandes valores del parámetro, la solución de la ecuación de Van der Pol 

tiene otra forma, como se ejemplifica en la siguiente figura para =1000. 

Tensión en el oscilador de Van der Pol para  = 1000 

 

Figura 3.1.5e 
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CONCLUSIONES  

 

1.- Los circuitos RLC se pueden describir con una ecuación diferencial de 

segundo orden   cuya solución general incluye varios modos de oscilación. 

2.- Los circuitos RLC conectados en serie deben ser estudiados considerando las 

impedancias mientras los RLC conectados en paralelo deben ser analizados 

teniendo en cuenta las admitancias. 

 

3.- El término no lineal en el circuito de Van der Pol estabiliza las oscilaciones no 

permitiendo su amortiguamiento para grandes tiempos. 
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 RECOMENDACIONES 

 

1.- Diseñar circuitos de Van der Pol experimentales para estudiar sus respuestas 

en condiciones de laboratorio. 

2.- Incluir los circuitos RLC no lineales dentro de los programas de estudios de la 

carrera de la ingeniería. 

 

3.- Estudiar las oscilaciones, las cuales puedan estabilizar los sistemas eléctricos y 

electrónicos para evitar el caos en el futuro. 
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ANEXOS 

Análisis en el laboratorio de Física II 
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Laboratorio de Física II Universidad de Granma  

 

Trabajando en el Laboratorio de Física II 
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Interface HPCI-1 

 


